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Ñîðåâíîâàíèå ÿâëÿëîñü îòáîðî÷íûì ê âñåðîññèéñêîé êîìàíäíîé îëèìïèàäå øêîëüíèêîâ

ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ 2021 äëÿ ó÷åíèêîâ ×åëÿáèíñêîé îáëàñòè. Çàäà÷è áûëè ïîäãîòîâëåíû

÷ëåíàìè æþðè îëèìïèàäû, ïåðå÷èñëåíû â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå:

Áóäíèêîâ Ìèõàèë, ÑÏáÃÓ Êîðîáêîâ Ðîìàí, ÈÒÌÎ

Âåäåðíèêîâ Íèêîëàé, ÈÒÌÎ Êó÷åðåíêî Äåìèä, ÌÔÒÈ

Ãàðäåð Àíòîí, VK Øèëÿåâà Åêàòåðèíà, ÑÏáÃÓ

Ãðèãîðüåâ Ñàâåëèé, ÑÏáÃÓ Øïàêîâñêèé Äåíèñ, ÌÔÒÈ

Êàðïîâè÷ Åâãåíèé, ÑÏáÃÓ

Çàäà÷à A. Ëóíòèê è êîíöåðòû
Ïóñòü S � ñóììà äëèòåëüíîñòåé âñåõ ïåñåí, òî åñòü S = a+ 2 · b+ 3 · c.
Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê a, b, c > 1, òî ìîæíî ïðîâåñòè êîíöåðò ëþáîé äëèòåëüíîñòè îò 0 äî S

(äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðîñòî äåéñòâîâàòü ïî æàäíîìó àëãîðèòìó è áðàòü òðåõìèíóòíûå òðåêè ïîêà

ìîæåì, çàòåì äâóõìèíóòíûå, çàòåì îäíîìèíóòíûå, òî ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü ëþáóþ äëèòåëüíîñòü).

Òîãäà îòâåòîì íà çàäà÷ó áóäåò ÿâëÿòüñÿ îñòàòîê ïî ìîäóëþ 2 ÷èñëà S, òàê êàê åñëè S ÷åòíîå, òî

ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðâûé êîíöåðò ñ äëèòåëüíîñòüþ S
2 , ó âòîðîãî îñòàíåòñÿ äëèòåëüíîñòü S− S

2 = S
2 , è

ðàçíîñòü äëèòåëüíîñòåé áóäåò 0. Åñëè æå S íå÷åòíîå, òî â ëó÷øåì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçíîñòü

1, ñîñòàâèì ïåðâûé êîíöåðò ñ äëèòåëüíîñòüþ
⌊
S
2

⌋
, à âòîðîé ñ îñòàâøåéñÿ äëèòåëüíîñòüþ

⌈
S
2

⌉
Çàäà÷à B. Ñîñòàâèòü ÷èñëî

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì, ñêîëüêî öèôð áóäåò â èñêîìîì ÷èñëå. Ïóñòü ñàìàÿ äåøåâàÿ öèôðà ñòîèò d,
òîãäà åñëè ýòà öèôðà íå íîëü, òî öèôð áóäåò ⌊xd⌋. Åñëè íîëü ÿâëÿåòñÿ ñàìîé äåøåâîé öèôðîé, òî

íàéäåì ñàìóþ äåøåâóþ öèôðó èç îñòàëüíûõ, ïóñòü îíà ñòîèò p. Òîãäà öèôð áóäåò ⌊x−p
d ⌋+ 1.

Òåïåðü ó íàñ èìååòñÿ ìàññèâ cnt, â êîòîðîì cnti � êîëè÷åñòâî öèôð i â íàøåì ÷èñëå. Èñõîäíî

ó íàñ ïîëó÷èëîñü, ÷òî ëèáî ÷èñëî öåëèêîì ñîñòîèò èç ñàìîé äåøåâîé öèôðû, ëèáî îíî ñîñòîèò

èç âñåõ íóëåé è îäíîé ñàìîé äåøåâîé íåíóëåâîé öèôðû. Ó íàñ èìååòñÿ åùå íåêîòîðûé áþäæåò

x äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ýòî ÷èñëî áîëüøå. Î÷åâèäíî, ÷òî íàì íóæíî ïîêóïàòü ñàìûå áîëüøèå

öèôðû âçàìåí ñàìûõ ìàëåíüêèõ, ÷òîáû èòîãîâîå ÷èñëî ñòàëî êàê ìîæíî áîëüøå. Ïåðåáåðåì öèôðó,

íà êîòîðóþ áóäåì çàìåíÿòü (ïî óìåíüøåíèþ) è öèôðó, êîòîðóþ áóäåì çàìåíÿòü (ïî óâåëè÷åíèþ),

áóäåì çàìåíÿòü ñòîëüêî, íà ñêîëüêî õâàòàåò äåíåã è ìåíÿòü èìåþùèéñÿ áàëàíñ.

Òåïåðü ìû çíàåì èç êàêèõ öèôð ñîñòîèò ÷èñëî, íóæíî âûâåñòè îòâåò. Åñëè öèôð â ÷èñëå ìåíüøå

50, òî ïðîñòî âûâåäåì öèôðû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, âûâîäÿ êàæäóþ íóæíîå ÷èñëî ðàç. Åñëè öèôð â

÷èñëå ìíîãî, òî âûâåäåì 50 íàèáîëüøèõ öèôð, è 50 íàèìåíüøèõ öèôð â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Çàäà÷à C. Áàáà Êàïà âÿæåò øàðô
Äàâàéòå ïåðåáåðåì òó áóêâó, êîòîðóþ áóäåì óäàëÿòü èç ñòðîêè (îò `a' äî `z'), è äëÿ êàæäîé

áóêâû íåçàâèñèìî íàéäåì ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ, êîòîðîå íóæíî óäàëèòü èç ñòðîêè,

÷òîáû îíà ñòàëà ïàëèíäðîìîì.

Ïóñòü ìû ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåì áóêâó c. Äàâàéòå âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì äâóõ óêàçàòåëåé: áóäåì

ïîääåðæèâàòü äâà óêàçàòåëÿ l, r, èçíà÷àëüíî l óêàçûâàåò íà íà÷àëî ñòðîêè, à r íà êîíåö. Òåïåðü

áóäåì ôîðìèðîâàòü ïàëèíäðîì: êàæäûé ðàç áóäåì ñðàâíèâàòü sl è sr, åñëè îíè ðàâíû, òî ìîæíî

äîáàâèòü èõ â ïàëèíäðîì íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîçèöèè è ïåðåéòè ê ñèìâîëàì l+1 è r− 1. Åñëè æå
sl ̸= sr, òî êàêîé-òî èç ñèìâîëîâ íóæíî óäàëÿòü (èíà÷å íå ïîëó÷èòñÿ ïàëèíäðîì), åñëè sl = c, óäàëèì
åãî (äîáàâèì ê êîëè÷åñòâó óäàëåííûõ ñèìâîëîâ 1 è ïåðåéäåì ê l+1-ìó ñèìâîëó), àíàëîãè÷íî, åñëè
sr = c, òî äîáàâèì ê êîëè÷åñòâó óäàëåííûõ ñèìâîëîâ 1 è ïåðåéäåì ê r − 1-ìó ñèìâîëó. Åñëè æå

sl ̸= c è sr ̸= c, òî ïîëó÷èòü èç s ïàëèíäðîì óäàëåíèåì òîëüêî áóêâ, ðàâíûõ c, íåâîçìîæíî.
Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ O(|C| · n), ãäå |C| � ðàçìåð àëôàâèòà, ò.å. 26.

Çàäà÷à D. Èãðà íà öèêëå
Äàâàéòå ñíà÷àëà óçíàåì äëèíû ìèíèìàëüíûõ ïóòåé ìåæäó êàæäûìè ñîñåäíèìè âåðøèíàìè (1 è

2, 2 è 3, . . ., n è 1), ïîòðàòèì íà ýòî n çàïðîñîâ. Ïóñòü äëÿ êàêèõ-òî âåðøèí äëèíà ìèíèìàëüíîãî ïóòè
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íå ðàâíà äëèíå ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè, òîãäà wi > S − wi, ãäå wi âåñ ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè,

S � ñóììà âåñîâ âñåõ ðåáåð íà öèêëå, è S − wi � äëèíà íàéäåííîãî ìèíèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó

âåðøèíàìè. Ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ýòî íåðàâåíñòâî â wi >
S
2 , èç íåãî î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî òàêèõ

ðåáåð â öèêëå ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî, íàçîâåì òàêîå ðåáðî (åñëè îíî åñòü) äëèííûì, ó íåãî

áóäåò íåêîòîðûé èíäåêñ i.
Äàâàéòå òåïåðü óçíàåì, êàê íàéòè âåñ äëèííîãî ðåáðà. Òàê êàê äëèííûõ ðåáåð íå áîëåå îäíîãî,

âñå îñòàëüíûå âåñà ìû íàøëè êîððåêòíî, ñóììà âåñîâ âñåõ ðåáåð, êðîìå äëèííîãî, ÿâëÿåòñÿ äëè-

íîé ìèíèìàëüíîãî ïóòè äëÿ ïàðû âåðøèí äëèííîãî ðåáðà, òî åñòü mi =
n∑

j=1,j ̸=i

mj , ãäå m � äëèíû

êðàò÷àéøèõ ïóòåé äëÿ âñåõ ñîñåäíèõ âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü íåîáõîäèìî íàéòè òîò mi, êî-

òîðûé áóäåò ðàâåí ñóììå âñåõ îñòàëüíûõ, åñëè â ãðàôå åñòü äëèííîå ðåáðî, òî îíî áóäåò i-ûì (îïÿòü

æå, òàêîå ðåáðî îïÿòü áóäåò îäíî, òàê êàê ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ðàâåíñòâî â mi =

n∑
j=1

mj

2 , îòñþäà,

î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî òàêèõ mi áóäåò íå áîëåå îäíîãî (òàê êàê n > 2)). Òåïåðü äëÿ íàéäåííîãî

"ïîäîçðèòåëüíîãî"ðåáðà ñïðîñèì äëèíó ìàêñèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó åãî âåðøèíàìè, åñëè íàéäåííîå

ðåáðî äëèííîå, òî ïîëó÷åííàÿ äëèíà áóäåò áîëüøå ìèíèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè, è ýòà

äëèíà è áóäåò âåñîì ðåáðà, à èíà÷å äëèíà äëèííåéøåãî ïóòè ñîâïàäåò ñ äëèííîé êðàò÷àéøåãî ïóòè

(è âåñ ýòîãî ðåáðà áóäåò ðàâåí äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè, íàéäåííîé èçíà÷àëüíî).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîòðàòèëè âñåãî n+ 1 çàïðîñ è óçíàëè âåñà âñåõ ðåáåð.

Çàäà÷à E. Ëóíòèê è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âñå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ñóììîé s − 1 îáðàçóþòñÿ, åñëè óáðàòü èç

èñõîäíîãî ìàññèâà êàêèå-òî íóëè è ðîâíî îäíó åäèíèöó. Ìîæíî íåçàâèñèìî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî

ñïîñîáîâ óáðàòü èç ìàññèâà íóëè (òàêèì îáðàçîì, ñóììà íå ïîìåíÿåòñÿ), à çàòåì ïîñ÷èòàòü êîëè÷å-

ñòâî ñïîñîáîâ óáðàòü èç ìàññèâà ðîâíî îäíó åäèíèöó (òàêèì îáðàçîì, ñóììà ñòàíåò ðîâíî s− 1), à
çàòåì ïåðåìíîæèòü ýòè äâà ÷èñëà. Ïîëó÷àåòñÿ, îòâåò áóäåò ðàâåí 2c0 · c1, ãäå c0 � êîëè÷åñòâî 0 â

ìàññèâå, à c1 � êîëè÷åñòâî 1.

Çàäà÷à F. Êóçÿ è êîíôåòû
Íàó÷èìñÿ äëÿ x êîíôåò îïðåäåëÿòü, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ ìîæíî ðàçëîæèòü íà êó÷êè.

Ïóñòü ìû ðàçëîæèëè èõ íà êó÷êè L,L + 1, . . . , R − 1, R. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ (L+R)(R−L+1)
2 = x ⇒

(L + R)(R − L + 1) = 2x. Îáîçíà÷èì A = L + R, B = R − L + 1, òîãäà L = A−B+1
2 , R = A+B−1

2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, A è B äîëæíû áûòü ðàçíîé ÷¼òíîñòè è A > B. Òàê êàê 2x � ÷¼òíîå, òî îäèí èç

ìíîæèòåëåé äîëæåí áûòü ÷¼òíûì, à âòîðîé � íå÷¼òíûì.

Ïóñòü x = 2k ·t, t � íå÷¼òíîå, k > 0. Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü áèåêöèþ ìåæäó ðàçëîæåíèÿ-

ìè t íà ìíîæèòåëè (u, v) è ïàðàìè (A,B): ïóñòü u ·v = t, òîãäà A = max(2k+1u, v), B = min(2k+1u, v).
Íàîáîðîò: åñëè A � ÷¼òíîå, òî u = A

2k+1 , v = B, èíà÷å u = B
2k+1 , v = A. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî

ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü êîíôåòû íà êó÷êè � ýòî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü t íà äâà ìíîæèòåëÿ.
Âåðí¼ìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàññèâà âû÷èñëèì ÷èñëî ðàçáèåíèé è íàéä¼ì

ìàêñèìóì. Èòîãîâîå âðåìÿ ðàáîòû O(n
√
C), ãäå C = max ai.

Çàäà÷à G. Êîðíåé Êîðíååâè÷ è XOR
Äàâàéòå ðàññìàòðèâàòü âñå ÷èñëà ìàññèâà è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà t ïîääåðæèâàòü ñïèñîê gt âñåõ

òàêèõ ÷èñåë y, ÷òî ìîæíî âûáðàòü íà òåêóùåì ïðåôèêñå âîçðàñòàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â

êîòîðîé xor ÷èñåë ðàâåí y, è ïîñëåäíèé ýëåìåíò ýòîé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåíüøå
t.

Ïóñòü ìû ðàññìàòðèâàåì ýëåìåíò ai. Òîãäà äàâàéòå ðàññìîòðèì ýëåìåíòû gai � çäåñü áóäóò âñå

çíà÷åíèÿ xor-îâ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ê êîòîðûì ìû ñìîæåì äîáàâèòü ýëåìåíò ai. Åñëè â gai
áóäåò çíà÷åíèå f , òî ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü çíà÷åíèå f ⊕ ai, òîãäà äîáàâèì f ⊕ ai êî âñåì ñïèñêàì g
îò ai+1 äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ìàññèâà a (åñëè äîáàâëÿåìûé ýëåìåíò óæå òàì áûë, äîáàâëÿòü

åãî íå íóæíî).

Äàâàéòå ñäåëàåì íåñêîëüêî îïòèìèçàöèé ýòîãî ðåøåíèÿ.
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1. Äàâàéòå íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü óæå ðàññìîòðåííûå çíà÷åíèÿ gt. Òî åñòü, åñëè ìû íà êàêîé-òî

èòåðàöèè ðàññìîòðåëè gt, òî î÷èñòèì åãî, íî çàïîìíèì, ÷òî çíà÷åíèÿ xor, êîòîðûå ìû óäàëÿåì,

äîáàâëÿòü íèêîãäà áîëüøå íå íóæíî. Ýòîé îïòèìèçàöèè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âðåìÿ

ðàáîòû O((max_a)3), ãäå max_a � ìàêñèìàëüíîå ñðåäè ÷èñåë ìàññèâà a (äëÿ êàæäîãî ÷èñëà t
è åãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ xor f ìû ïåðåäàäèì çíà÷åíèå t⊕f âî âñå ñîñòîÿíèÿ t+1, . . . ,max_a;
âñåãî ðàçëè÷íûõ t áóäåò O(max_a), êîëè÷åñòâî f òîæå O(max_a), è ïåðåäàâàòü çíà÷åíèå

êàæäûé ðàç íóæíî áóäåò çà O(max_a)).

2. Çàìåòèì, ÷òî êîãäà ìû ïåðåäàåì êàêîå-òî çíà÷åíèå xor, ðàâíîå f â ýëåìåíòû t+1, . . . ,max_a,
è îêàçàëèñü â ýëåìåíòå r, â êîòîðîì ýòî çíà÷åíèå xor óæå åñòü, òî ýòî çíà÷åíèå f åñòü è âî

âñåõ ýëåìåíòàõ, áîëüøèõ r, è ïîýòîìó äàëüøå ìîæíî íå äîáàâëÿòü çíà÷åíèå f . Ñ ïîìîùüþ

ýòîé îïòèìèçàöèè âðåìÿ ðàáîòû ñòàíåò O(max_a2), òàê êàê äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ xor (à èõ
âñåãî áóäåò O(max_a)), ìû ñäåëàåì ñóììàðíî O(max_a) îïåðàöèé.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì âñåõ îïòèìèçàöèé àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñîñòàâèò O(n+ (max_a)2).

Çàäà÷à H. Ï÷åëåíîê è ïîäîòðåçêè
Çàìåòèì, ÷òî k ìîæåò ÿâëÿòüñÿ îòâåòîì, òîëüêî åñëè ñóììà äëèí îòðåçêîâ íå ïðåâîñõîäèò êî-

ëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìàññèâà, òî åñòü k·(k+1)
2 6 n. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ìàêñè-

ìàëüíîå âîçìîæíîå k ìåíüøå
√
2n, è ïðè ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè n îíî íå ïðåâîñõîäèò 446.

Ïóñòü dpi,j � ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà íà îòðåçêå äëèíû j, ïðè ýòîì ìû ðàññìîòðåëè âñå ýëåìåíòû íà

ñóôôèêñå i (òî åñòü ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè i, i+1, . . . , n) è óæå âûáðàëè îòðåçêè äëèíû j, j−1, . . . , 1,
â êîòîðûõ ñóììû âîçðàñòàþò. Äàâàéòå íàó÷èìñÿ ïåðåñ÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ äèíàìèêè. Ìû ìîæåì íå

âçÿòü i-é ýëåìåíò â îòðåçîê äëèíû j, òîãäà íóæíî îáðàòèòüñÿ ê çíà÷åíèþ äèíàìèêè dpi+1,j , à ìîæåì

âçÿòü i-é ýëåìåíò, è òîãäà íàñ èíòåðåñóåò çíà÷åíèå äèíàìèêè dpi+j,j−1 � åñëè îíî áîëüøå, ÷åì ñóììà

íà îòðåçêå i, i + 1, . . . , i + j − 1, òî íà ñóôôèêñå i ìîæíî âûáðàòü j îòðåçêîâ ñ äëèíàìè îò j äî 1,
à èíà÷å íåëüçÿ. Ñðåäè ýòèõ äâóõ âàðèàíòîâ íàì íóæíî âçÿòü ìàêñèìóì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü

ñóììó. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû ÷èñåë íà îòðåçêå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåôèêñíûìè ñóììàìè.

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ � O(n ·
√
n).

Çàäà÷à I. Äåíü ðîæäåíèÿ Ìèëû
Íàì äîñòóïíà îïåðàöèÿ çàìåíû ai íà

∑n
j=1 aj . Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òàêîé îïåðàöèè,

ai ñòàíîâèòñÿ ìàêñèìóìîì â ìàññèâå, ò.ê. âñå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûå. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíÿÿ

îïåðàöèÿ â îòâåòå âñåãäà ïðîèñõîäèò ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì.

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ñ êîíöà ñ ïîìîùüþ ïîâòîðåíèÿ ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:

1. Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ak. Åñëè ak = 1, òî ìû êîíñòðóêòèâíî ïîñòðîèëè îòâåò.

2. Îòíèìåì èç ak ñóììó âñåõ îñòàëüíûõ ÷èñåë t. Åñëè ak 6 0, òî ïîñòðîèòü îòâåò íåëüçÿ.

Ñ êàæäîé îïåðàöèåé ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî óâåëè÷èâàåòñÿ õîòÿ áû íà n−1, ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî øàãîâ àëãîðèòìà íå áîëüøå 109

n−1 , ÷òî â õóäøåì ñëó÷àå äîñòèãàåò 109. Ïîýòîìó áóäåì

âû÷èòàòü èç ìàêñèìóìà ak çíà÷åíèå cnt × t, ãäå cnt âûáåðåì êàê ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî øàãîâ,

÷òîáû ìàêñèìóì ñòàë ìåíüøå êàêîãî-òî äðóãîãî ÷èñëà.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå êîëè÷åñòâî øàãîâ àëãîðèòìà áóäåò íå áîëüøå

log1.6(10
9) ≈ 45.

Çàäà÷à J. Äèàãîíàëè
Ñíà÷àëà íàó÷èìñÿ íàõîäèòü êîëè÷åñòâî êëåòîê â íèæíåé îáëàñòè. Ïóñòü êðàñíàÿ êëåòêà èìååò

êîîðäèíàòû (r, c). Ïðîâåä¼ì äèàãîíàëè âëåâî-âíèç è âïðàâî-âíèç. Íàéä¼ì, â êàêèõ êëåòêàõ îíè

ïåðåñåêàþò íèæíþþ ñòðî÷êó (ïîêà ñ÷èòàåì, ÷òî äîñêà íå îãðàíè÷åíà ñëåâà è ñïðàâà). Çàìåòèì,

÷òî ëåâàÿ ñèíÿÿ êëåòêà áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû (1, c− r + 1), à ïðàâàÿ � (1, c+ r − 1). Îáîçíà÷èì
L = c− r + 1, R = c+ r − 1.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð äëÿ r = 3, c = 5.
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Çåë¼íûì îòìå÷åíû íóæíûå íàì êëåòêè èç íèæíåé îáëàñòè.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîäñ÷¼òà âñåõ çåë¼íûõ êëåòîê íóæíî ïðîñóììèðîâàòü íå÷¼òíûå ÷èñëà îò 1 äî

(2r − 3): 1 + 3 + . . .+ (2r − 3) = (r − 1)2.
Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ó íàñ åñòü ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöà äîñêè. Åñëè îòðåçîê [L,R] âûõîäèò çà

ãðàíèöû îòðåçêà [1,m], òî íóæíî âû÷åñòü èçëèøêè.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð äëÿ r = 5, c = 2, m = 3.

×¼ðíûì îòìå÷åíû êëåòêè èç íèæíåé îáëàñòè, êîòîðûå âûëåçàþò çà ïðåäåëû äîñêè. Òî-

ãäà èçëèøåê ñëåâà ñîñòàâëÿåò 1 + 2 + . . . + (−L) = (−L)(−L+1)
2 , à èçëèøåê ñïðàâà �

1 + 2 + 3 + . . .+ (R−m− 1) = (R−m−1)(R−m)
2 .

Òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî çåë¼íûõ è ÷¼ðíûõ êëåòîê â ñîâîêóïíîñòè (èõ (r−1)2), çàòåì
ïðè íåîáõîäèìîñòè âû÷èòàåì ÷¼ðíûå êëåòêè ñëåâà è ñïðàâà.

×òîáû íàéòè îñòàëüíûå îáëàñòè äîñòàòî÷íî òðè ðàçà ïîâåðíóòü äîñêó íà 90◦. Ïðè ïîâîðîòå ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè êëåòêà (r, c) ïåðåõîäèò â êëåòêó (c, n−r+1). Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü

ïëîùàäü îáëàñòè ñëåâà, íóæíî ïîëîæèòü r′ = c; c′ = n − r + 1;n′ = m,m′ = n, à äàëüøå (ïîñëå

ïîâîðîòà äîñêè) çàïóñòèòü òóæå ñàìóþ ôóíêöèþ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà êëåòîê â íèæíåé îáëàñòè.

Çàäà÷à K. Îáõîä äåðåâà
a1 = bn � íîìåð êîðíÿ äåðåâà. Ïóñòü ïåðâûé ðåá¼íîê êîðíÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîääåðåâà ðàçìåðà

x. Òîãäà îáõîäû ýòîãî äåðåâà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a2, a3, ..., ax+1 è b1, b2, ..., bx, à îáõîäû îñòàâøåéñÿ

÷àñòè äåðåâà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, ax+2, ax+3, ..., an è bx+1, bx+2, ..., bn, è ìû ìîæåì äëÿ îáåèõ ïàð

îáõîäîâ ðåøèòü çàäà÷ó ðåêóðñèâíî, ïîñëå ÷åãî ïîäâåñèòü ïîëó÷èâøååñÿ ïîääåðåâî ðåá¼íêà ê êîðíþ

äåðåâà. ×òîáû âû÷èñëèòü x, íóæíî íàéòè òàêîå j, ÷òî bj = a2, òîãäà x = j. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü

ëèíåéíûì ïîèñêîì ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b, è òîãäà èòîãîâîå âðåìÿ ðàáîòû ðåøåíèÿ ðàâíî O(n2).

Çàäà÷à L. Ëóíòèê, Ëóíà è èãðà
Ñðåäè ëþáûõ 5 òî÷åê ìîæíî íàéòè äâå ñ îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòüþ x è y (ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå) è

ñåðåäèíà îòðåçêà ìåæäó íèìè áóäåò îòâåòîì.

Åñëè ýòî íå óäàëîñü, òî÷åê íå áîëåå 4 è ìîæíî ïðîâåðèòü êàæäóþ ïàðó. Åñëè

gcd(x1 − x2, y1 − y2) = 1, íà îòðåçêå ìåæäó íèìè íåò öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê. Èíà÷å ïîäîéä¼ò òî÷êà

( x1+(x2−x1)
gcd(x1−x2,y1−y2)

; y1+(y2−y1)
gcd(x1−x2,y1−y2)

).
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gcd(a, b) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b.

Çàäà÷à M. Ëóíòèê è êâàäðàòû
Äëÿ ÷èñåë îò 0 äî 3 îòâåòû ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ¾¿, ¾+¿, ¾−−−+¿, ¾−+¿, èõ ìîæíî ïîñòðîèòü

êîíñòðóêòèâíî èëè íàéòè ïåðåáîðîì âñåõ êîìáèíàöèé ìàëåíüêèõ ãèðåê.

À åù¼, çàìåòèì, ÷òî ïðèïèñûâàíèå ¾+ − −+¿ ïðèáàâëÿåò ê îòâåòó 4 (ò.å.

x2 − (x + 1)2 − (x + 2)2 + (x + 3)2 = 4). Òåïåðü äëÿ ëþáîãî ÷èñëà îòâåò áóäåò ñòðîèòüñÿ êàê

îäíà èç ÷åòûð¼õ áàçîâûõ ñòðîê è ïîâòîð¼ííàÿ íóæíîå ÷èñëî ðàç ñòðîêà ¾+ − −+¿ äëÿ ëþáûõ

ñâîáîäíûõ x.

Çàäà÷à N. Âóïñåíü, Ïóïñåíü è 0
Äàâàéòå ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: êîãäà n ÷åòíîå, è êîãäà n íå÷åòíîå.

Åñëè n ÷åòíîå, äàâàéòå ðàçîáüåì âñå ÷èñëà íà ïàðû: ïóñòü a1 è a2 íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïàðå, a3
è a4 òîæå â îäíîé ïàðå è òàê äàëåå. Â ïàðå ai, ai+1, ïóñòü bi = ai+1 è bi+1 = −ai, òîãäà ñóììà

ai · bi + ai+1 · bi+1 â êàæäîé ïàðå áóäåò ðàâíà 0 (ai · ai+1 + ai+1 · (−ai) = 0), ïîýòîìó îáùàÿ ñóììà

a1·b1+a2·b2+. . .+an·bn òàêæå áóäåò ðàâíà 0. Çàìåòüòå, ÷òî ñóììà |bi| ðàâíà ñóììå |ai|, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóììà |b1|+ |b2|+ . . .+ |bn| íå ïðåâîñõîäèò MAXA ·MAXN = 109.

Åñëè n íå÷åòíîå, òî îòêèíåì ïîñëåäíèå 3 ÷èñëà è âû÷èñëèì b äëÿ ìàññèâà a1, a2, . . . , an−3 òàêèì

æå îáðàçîì, êàê è äëÿ ÷åòíîãî n (n − 3 ÷åòíîå, òàê êàê n íå÷åòíîå). Òîãäà äëÿ ïîñëåäíèõ 3 ÷èñåë

an−2, an−1, an íàéäåì äâà ÷èñëà ñ ñóììîé, íå ðàâíîé 0 (ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, âñåãäà áóäóò ñóùåñòâî-
âàòü äâà ÷èñëà ñðåäè òðåõ, íå ðàâíûõ 0, êîòîðûå ëèáî îáà ïîëîæèòåëüíûå, ëèáî îáà îòðèöàòåëüíûå,
è ñóììà ýòèõ äâóõ ÷èñåë íèêàê íå ìîæåò áûòü ðàâíà 0), ïóñòü ýòî áóäóò ÷èñëà ai, aj , è òðåòüå ÷èñëî
áóäåò ak. Òîãäà ïóñòü bi = −ak, bj = −ak, bk = (ai + aj), ñóììà ai · bi + aj · bj + ak · bk = 0, è ÷èñëà

â b íå ðàâíû 0. Ñóììà |b1| + |b2| + . . . + |bn−3| íå ïðåâûøàåò MAXA · (MAXN − 1 − 3) (òàê êàê

MAXN ÷åòíî, à ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ñ íå÷åòíûì n) è ñóììà bn−2 + bn−1 + bn íå ïðåâûøàåò

MAXA+MAXA+2 ·MAXA = 4 ·MAXA, ïîýòîìó ñóììà |bi| íå ïðåâûøàåòMAXA ·MAXN = 109.

Çàäà÷à O. Êóçÿ è äîìàøíåå çàäàíèå
Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê áóäåò ïðîñòûì, åñëè ðàññìîòðåâ êàæäûé åãî äåëèòåëü, ìû ïîëó÷èì ñêî-

áî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðûé ìèíèìàëüíûé áàëàíñ áîëüøå ëèáî ðàâåí 0 (îòêðûâàþùàÿñÿ
ñêîáêà � åñëè ìû óìíîæàåì íà ýòîò äåëèòåëü è çàêðûâàþùàÿ � åñëè äåëèì).

Äàâàéòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû ìàññèâà a è ñ÷èòàòü ìàññèâ nxti � ìàêñèìàëüíàÿ ëåâàÿ

ãðàíèöà, òàêàÿ ÷òî åñëè ìû õîòèì ñäåëàòü i-þ îïåðàöèþ, òî ìû ñìîæåì åå ñäåëàòü, åñëè l 6 nxti.
Äëÿ ýòîãî äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ áóäåì ïîääåðæèâàòü âñå èíäåêñû åãî âõîæäåíèé (åñëè äåëèòåëü

íåñêîëüêî ðàç âñòðå÷àåòñÿ â ÷èñëå, òî ìîæíî õðàíèòü èíäåêñ íåñêîëüêî ðàç). Åñëè ó íàñ i-ÿ îïåðàöèÿ
óìíîæåíèÿ, òî nxti ðàâíî i è âñå äåëèòåëè ÷èñëà ai íóæíî áóäåò äîáàâèòü, à åñëè îïåðàöèÿ äåëåíèÿ,
òî íóæíî áóäåò óäàëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ è çàïîìíèòü

ìèíèìàëüíîå óäàëåííîå çíà÷åíèå â ìàññèâ nxti.
Òåïåðü çíàÿ ýòîò ìàññèâ íóæíî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ 1 6 l 6 r 6 n, òàêèõ ÷òî

l 6 min(l, r), ãäå min(l, r) � ýòî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå nxti íà îòðåçêå l, r.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ äåðåâà îòðåçêîâ íà ìèíèìóì çà O(n · log2 n) (ïåðåáåðåì ëåâóþ

ãðàíèöó è ñ ïîìîùüþ ñïóñêà ïî äåðåâó íàéäåì ìàêñèìàëüíóþ ïðàâóþ ãðàíèöó) èëè ñ ïîìîùüþ

ëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ ñî ñòåêîì(äëÿ ýòîãî áóäåì ïåðåáèðàòü âñå ëåâûå ãðàíèöû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ

è ïîääåðæèâàòü ñòåê íà ìèíèìóì).
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